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Данная работа посвящена сравнению двух моделей двустороннего механохимическо-
го износа толстостенных сферических элементов, находящихся под действием внешнего
и внутреннего давления. Скорости коррозии предполагаются линейно зависимыми от эк-
вивалентного напряжения на соответствующей поверхности. Учитывается возможное за-
тухание процесса «растворения» металла. Одна из моделей в качестве эквивалентного
напряжения использует интенсивность напряжений, другая — максимальное нормальное
напряжение. Изучена чувствительность каждой из моделей к изменению гидростатиче-
ского давления. Показано, что первая модель не учитывает влияние гидростатической
составляющей на прогнозируемую долговечность сферы. Вторая, напротив, отражает
этот фактор влияния, причем повышение гидростатического давления может привести
как к увеличению, так и к уменьшению долговечности изделия на десятки процентов —
в зависимости от знака разности внутреннего и внешнего давления. Обнаружено, что при
ненулевом показателе затухания коррозии разница в результатах, прогнозируемых соглас-
но указанным моделям, может достигать сотен процентов. Обоснована целесообразность
использования максимального нормального напряжения в качестве эквивалентного при
расчете долговечности сосудов высокого давления с учетом коррозионного воздействия
рабочих сред. Библиогр. 30 назв. Ил. 3.
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This paper compares two models of double-sided mechanochemical wear of thick spherical
members subjected to inner and outer pressure. The corrosion rates on the inner and outer
surfaces of the sphere are supposed to be linear functions of the corresponding equivalent
stress. The possible inhibition of the corrosion process is taken into account. One of the models
compared uses the von Mises stress as the equivalent stress while another model uses the
maximum principal stress as the equivalent stress. The eﬀect of hydrostatic pressure on the
durability of the sphere is investigated. It is shown that, unlike the ﬁrst model, the second one
reﬂects the eﬀect of hydrostatic pressure. Within the model using the maximum principal stress,
the durability may be considerably smaller or larger, depending on the sign of the diﬀerence
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between the inner and outer pressure. It is demonstrated that when the inhibition constant is
not equal to zero, the diﬀerence between the durability calculated by the use of one model and
the durability calculated by the use of another may reach hundreds percent. It is shown that
for high-pressure vessels in the conditions of corrosion the maximum principal stress model is
more appropriate then the von Mises stress model. Refs 30. Figs 3.
Keywords: mechanochemical corrosion, general corrosion, high-pressure vessels, thick-walled
sphere, hydrostatic pressure.
1. Введение. Термин «механохимическая коррозия» был введен Э. Гутманом
по отношению к общей (сплошной) коррозии, скорость которой возрастает с уве-
личением механических напряжений в рассматриваемом теле [1]. Было предложено
несколько моделей кинетики механохимического износа, в которых скорость проник-
новения коррозии и механические напряжения связаны между собой экспоненциаль-
ной, линейной, квадратичной и кубической зависимостями [1–8]. Наибольшее распро-
странение в инженерных расчетах получила линейная зависимость. Причем не столь-
ко из-за кажущейся простоты (на самом деле решать дифференциальные уравнения
с экспонентой легче), сколько из-за наилучшего соответствия экспериментальным
данным [3, 4]. В некоторых случаях влияние агрессивной среды моделируется введе-
нием в общую систему уравнений уравнения диффузии, коэффициент которой также
может быть линейной функцией от напряжений [9]. Все подобные задачи являются
связанными, поскольку скорости «растворения» материала и величины механических
напряжений оказываются взаимозависимыми, и поэтому большинство их решается
численно. Тем не менее, начиная с [2], был получен ряд аналитических решений для
механохимической коррозии, скорость которой непосредственно выражается через
один изменяющийся во времени параметр, например толщину оболочки или среднее
напряжение (см. обзоры [4, 7]). Относительно недавно был разработан метод решения
задач о двусторонней коррозии сферических и цилиндрических элементов, скорости
которой на внешней и внутренней поверхностях зависят от двух переменных парамет-
ров и, более того, затухают со временем [10–13]. При усложнении геометрии деталей
или условий приложения нагрузок необходимо применять численные методы [14, 15].
Представленная работа посвящена исследованию двустороннего механохимиче-
ского износа сферических элементов при условии линейной зависимости скоростей
коррозии от эквивалентного напряжения на соответствующей поверхности с возмож-
ным затуханием процесса «растворения» металла. Вообще в качестве эквивалентно-
го напряжения могут быть выбраны различные инварианты тензора напряжений:
максимальное нормальное или касательное напряжение, интенсивность напряжений,
среднее напряжение и др. Наиболее распространено и обосновано использование мак-
симального нормального напряжения и интенсивности напряжений [2–4]. Эти харак-
теристики и были приняты как эквивалентное напряжение при моделировании дву-
сторонней коррозии сферических элементов в работах [11, 13, 16]. Неоднократно от-
мечалось, что при оценке коррозионных повреждений обязательно следует учитывать
влияние гидростатического давления на скорость химических реакций, которое осу-
ществляется посредством изменения напряженного состояния тела (например, [17]).
Возникают закономерные вопросы: насколько чувствительны модели, применяемые
в работах [11, 13, 16], к изменению гидростатического давления, и какой из инва-
риантов напряжений целесообразнее использовать в тех или иных условиях. Также
полезно изучить и сам эффект гидростатического давления при оценке долговечно-
сти изделий, работающих в условиях механохимической коррозии. Этим вопросам
и посвящена данная статья.
34 Вестник СПбГУ. Сер. 10. Прикладная математика. Информатика... 2016. Вып. 2
2. Постановка задачи. Рассмотрим линейно-упругую толстостенную сферу под
действием внутреннего pr и внешнего pR давления агрессивных сред. Материал сфе-
ры равномерно корродирует по внутренней и внешней поверхностям со скоростями
проникновения vr и vR соответственно. Коррозионный процесс приводит к изменению
размеров оболочки: с течением времени ее внутренний радиус r постепенно увеличи-
вается, а внешний R уменьшается. Радиусы оболочки в начальный момент времени
t = 0 обозначим через r0 и R0. Будем считать, что напряженное состояние в теле опре-
деляется известным решением классической задачи Ламе для толстостенной сферы.
Согласно [3], зависимость скоростей коррозии от напряжений выражается сле-
дующими формулами:
vr = dr/dt = [ar + mrσ(r)] exp(−bt), (1)
vR = −dR/dt = [aR + mRσ(R)] exp(−bt). (2)
Здесь b, ar, aR, mr и mR — постоянные, определяемые опытным путем; σ — эквива-
лентное напряжение (в качестве которого может быть выбран один из инвариантов
тензора напряжений) на соответствующей поверхности. Отметим, что знак постоян-
ных mr и mR совпадает со знаком соответствующего эквивалентного напряжения:
signmr = signσ(r), signmR = signσ(R). Экспоненциальный сомножитель отражает
процесс затухания коррозии со временем при образовании плотной оксидной пленки.
Будем рассматривать две модели двустороннего механохимического износа сфе-
рического элемента, различающиеся выбором эквивалентного напряжения. В первой
модели как эквивалентное напряжение используется интенсивность напряжений σi:
σ(r) = σi(r) =
3 |Δp|R3
2(R3 − r3) , σ(R) = σi(R) =
3 |Δp| r3
2(R3 − r3) , (3)
где Δp = pr − pR; во второй модели — максимальное нормальное напряжение σ1:
σ(r) = σ1(r) =
2prr3 + (pr − 3pR)R3
2(R3 − r3) , σ(R) = σ1(R) =
(3pr − pR)r3 − 2pRR3
2(R3 − r3) . (4)
Необходимо провести сравнительный анализ указанных моделей, изучить их чув-
ствительность к изменению гидростатического давления и определить, какой из пред-
ложенных инвариантов напряжений целесообразнее применять в качестве эквива-
лентного напряжения в различных ситуациях. На основе наиболее оптимальной мо-
дели требуется исследовать влияние гидростатического давления на прогнозируемую
долговечность изделия.
3. Сравнение моделей.На первый взгляд кажется, что представленные модели
могут быть сведены одна к другой. Например, при pr > pR в любой момент времени
имеют место соотношения
σ1(r) = σi(r) − pr, σ1(R) = σi(R)− pR. (5)
Такие зависимости приводят к следующей связи между постоянными ar и aR из урав-
нений (1) и (2), применяемыми в исследуемых моделях:
air = a
1
r −mrpr, aiR = a1R −mRpR. (6)
Здесь постоянные с верхним индексом «i» соответствуют модели с интенсивностью
напряжений в качестве эквивалентного напряжения, а с индексом «1» — модели,
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в которой используется максимальное нормальное напряжение. Кроме того, разные
модели отличаются относительным распределением напряжений по сечению оболоч-
ки, что также сказывается на разнице результатов. Тем не менее, с помощью замены
некоторых физических постоянных можно осуществить формальный переход от од-
них уравнений к другим. Однако компактные зависимости (5) справедливы только
для «идеальной» задачи Ламе для сферы и именно при pr > pR. В общем случае дан-
ные уравнения не применимы, а поэтому такой переход от σ = σi к σ = σ1 возможен
не всегда.
Здесь также важно отметить следующее обстоятельство. Физический смысл по-
стоянных ar и aR — значения скоростей коррозии ненапряженного и еще неокислен-
ного металла (или, в общем случае, это приведенные начальные скорости коррозии
с учетом пороговых напряжений), которые суть характеристики системы металл–
среда и никак не связаны с приложенной механической нагрузкой [3]. Согласно [17],
скорость коррозии зависит от давления окружающей среды не напрямую, а лишь
опосредовано: через изменение напряженного состояния тела. Поэтому использова-
ние зависимостей (6), с физической точки зрения, не имеет смысла. Все необходимые
постоянные ar, aR, mr и mR определяются опытным путем для каждого эквива-
лентного напряжения отдельно [3]. В то же время, если различия между постоянны-




R как-то оправданы с математической точки зрения, то в рамках
решаемой задачи не ясно, чем обусловлены различия между постоянными mir, miR
и m1r, m1R, обнаруженные при обработке экспериментальных данных. Действительно,
переход от одной математической модели к другой возможен только при равенстве
коэффициентов mir = m1r = mr и miR = m
1
R = mR. Тем не менее, при разработке
математической модели мы должны полагаться на имеющиеся экспериментальные
данные, хотя возможности экспериментов весьма ограничены. Экспериментальные
исследования поведения материалов в агрессивных средах проводились над образ-
цами в виде пластин и стержней при их изгибе, растяжении и кручении. При этом
было обнаружено, что коэффициент корреляции, полученный при обработке экспе-
риментальных данных с использованием (1) и (2), при σ = σ1 примерно на 5% выше,
чем для σ = σi, — и именно при сложном напряженном состоянии. Более того, ко-
эффициент корреляции для σ = σ1 оказался наивысшим по сравнению со всеми рас-
смотренными вариантами эквивалентного напряжения [3]. Таким образом, несмотря
на возможность в некоторых частных случаях чисто формального перехода от одной
математической модели к другой, с точки зрения экспериментаторов [3], оптимальнее
применять модель при σ = σ1, т. е. выбирать за основу числовые параметры имен-
но такой модели. Внести ясность в эти «тонкие» вопросы с позиций термодинамики
до сих пор не удалось. Поскольку параметры моделей зависят не только от текущих
значений физических характеристик системы металл–среда и ее химического соста-
ва, но даже от условий изготовления и обработки образца, учесть все эти факторы
в единой модели пока не представляется возможным.
Другой аспект выбора эквивалентного напряжения связан с критерием разру-
шения. Для оценки долговечности удобно, когда эффективные напряжения в модели
коррозионного износа и в критерии прочности совпадают. Применение интенсивно-
сти напряжений в качестве эквивалентного напряжения оправдано, например, для
упругопластических материалов [11], где используется условие текучести Мизеса. Тем
не менее из соотношений (5) следует, что энергетический критерий легко применять
и в том случае, когда задача решается в терминах максимального нормального на-
пряжения. Именно такой метод был реализован в [10] для полого цилиндра. Кроме
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того, при максимальном нормальном напряжении становится возможным оценивать
не только прочность материала, но и устойчивость формы оболочки.
Необходимо также учитывать, что различные инварианты напряжений в раз-
нообразных телах по-разному отражают изменение напряженного состояния тела,
вызванное разными видами нагрузки. В данной работе исследуется влияние гидро-
статического давления на долговечность линейно-упругой замкнутой оболочки (сфе-
рический элемент может быть одной из составляющих большой оболочечной кон-
струкции). Как видно из (3), в сферическом элементе интенсивность напряжений
зависит лишь от модуля разности давлений |Δp| = |pr − pR|, а не от самих значений
pr и pR как таковых. Если материал строго подчиняется условию Мизеса при перехо-
де в пластическое состояние, то, действительно, повышение внутреннего и внешнего
давления при сохранении |Δp| постоянным не приведет к изменению долговечности
сосуда. Для хрупких же материалов часто используют прочностной критерий макси-
мального нормального напряжения, который в изучаемом случае чувствителен к из-
менению давления даже при |Δp| = const. В рамках модели при σ = σ1 интересно
проверить, насколько существенно изменение долговечности сферического элемента
при изменении гидростатической составляющей p = min{pr, pR}, пока |Δp| остается
постоянным. Этот вопрос рассматривается в п. 5.
4. Аналитические решения. При применении интенсивности напряжений
в качестве эквивалентного напряжения задача о механохимической коррозии сферы






1− b mRr0 + mrR0
mRar −mrAR {exp[(mRar −mrAR)J(σ)] − 1}
)
, b = 0, (7)
t =
mRr0 + mrR0
mRar −mrAR {exp[(mRar −mrAR)J(σ)] − 1} , b = 0, (8)
где











mR(2σ − 3 |Δp|)1/3 + mr(2σ)1/3
)}−1
dσ,
σ = σi(r), σ0 =
3 |Δp|R30
2(R30 − r30)
, AR = aR − 3mRΔp/2.
Для модели, использующей максимальное нормальное напряжение в качестве
эквивалентного, задача сводится к решению системы уравнений (1), (2) и (4). Ее












(AR + mRσ)(2σ − pr + 3pR)1/3 + (ar + mrσ)(2σ + 2pr)1/3
)}−1
dσ,
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σ = σ1(r), σ0 =
2prr30 + (pr − 3pR)R30
2(R30 − r30)
, AR = aR −mRΔp/2.
5. Примеры расчетов. На рис. 1–3 представлены кривые σ(t), построенные со-
гласно описанным моделям. Начальные размеры сферического элемента, использо-
ванные для расчетов: R0 = 100 [lc] и r0 = 80 [lc]. Здесь и далее lc — условные единицы
измерения длины. Графики построены для различных значений pr и pR таких, что аб-
солютная величина разности давлений остается постоянной: |Δp| = |pr − pR| = 3 [pc]
([pc] — условные единицы измерения давления).
Рис. 1. Зависимость σ(t) от давления при pr > pR и pr < pR
Как было отмечено выше, долговечность, рассчитанная при σ = σi, зависит лишь
от модуля разности давлений |Δp|, а не от значений давлений pr и pR как таковых.
Поэтому на всех рисунках различным параметрам (pr и pR) соответствует только одна
кривая (сплошная), построенная с использованием σ = σi. В то же время при σ = σ1
изменение гидростатической составляющей p = min{pr, pR} существенно сказывается
на поведении зависимостей σ(t), что продемонстрировано, в частности, на рис. 1.
Из рис. 1 видно, что при увеличении гидростатического давления, если имеет
место соотношение pr < pR, кривые, построенные при σ = σ1, приближаются к оси
ординат, что свидетельствует об уменьшении долговечности элемента. В то же время
при pr > pR повышение p, напротив, приводит к росту долговечности (прогнози-
руемой в рамках этой модели), т. е. наблюдается эффект упрочнения. Здесь и далее
давления pr и pR (в условных единицах pc) для каждой кривой указаны на рисунке.
При построении графиков на рис. 1 были использованы следующие значения пара-
метров: b = 0, |mr| = |mR| = 0.008 [lc/(tcpc)], ar = aR = 0.16 [lc/(tcpc)], где tc —
условные единицы измерения времени.
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Рис. 2. Влияние коэффициента затухания b на кривые σ(t)
Обьяснение в тексте.
Влияние показателя затухания коррозии b на поведение кривых σ(t) показано
на рис. 2. Расчеты выполнены для таких значений кинетических характеристик кор-
розии: |mr| = |mR| = 0.008[lc/(tcpc)], ar = aR = 0.16[lc/(tcpc)]. Кривые 1 соответст-
вуют показателю b = 0, кривые 2 — b = 0.025. Из рисунка видно, что с увеличением
b разница между долговечностями, рассчитанными при σ = σi и σ = σ1, возрастает.
Кроме того, при ненулевом показателе затухания коррозии b наибольшая разница
в результатах, прогнозируемых в соответствии с разными моделями, наблюдается
при завершении формирования плотной пленки окислов. Геометрически завершение
процесса пассивации отражается выходом кривых σ(t) на горизонтальные асимптоты.
Например, пунктирная кривая 2 на рис. 2 уже дошла до точки перегиба и за преде-
лами графика стремится к значению, приблизительно равному 13 [pc].
Влияние кинетических параметров a и m на напряженное состояние сфериче-
ского элемента, рассчитанное согласно описанным моделям, показано на рис. 3. При
построении графиков на рис. 3, I были использованы следующие постоянные: ar =
aR = 0.16[lc/(tcpc)], b = 0.021, |mr| = |mR| = 0.008[lc/(tcpc)] для кривых 1 и |mr| =
|mR| = 0.003 [lc/(tcpc)] для кривых 2. На рис. 3, II: |mr| = |mR| = 0.008[lc/(tcpc)],
b = 0.021, ar = aR = 0.16[lc/(tcpc)] для кривых 1 и ar = aR = 0.121[lc/(tcpc)] для
кривых 2. Из рис. 3 видно, что уменьшение значений a и |m| приводит к росту про-
гнозируемой долговечности оболочки в обеих моделях. Причем при b = 0 изменение
кинетических параметров a и m в обеих моделях отражается практически одинаково.
Таким образом, из анализа расчетов, проведенных при σ = σ1, следует, что повы-
шение гидростатической составляющей p = min{pr, pR} при |Δp| = const может при-
вести как к росту, так и к снижению долговечности изделия (в зависимости от знака
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Рис. 3. Влияние параметров m (I) и a (II) на кривые σ(t)
Обьяснение в тексте.
Δp) на десятки (и даже сотни — при b = 0) процентов. Модель, использующая σ = σi,
не отражает отмеченного эффекта.
Добавим, что задачи, обладающие сферической или цилиндрической симмет-
рией, часто допускают возможность построения точных или приближенных аналити-
ческих решений [18–20], так как практически являются одномерными (см., например,
[21]). При нарушении симметрии и появлении физической или геометрической нели-
нейности в постановке задачи приходится прибегать к численным методам [22–25].
Заметим также, что возникновение коррозионных каверн, трещин или питтингов
в процессе эксплуатации приводит к существенному изменению напряженного состоя-
ния изделий в их окрестности [26–28], что следует учитывать при оценке прочности.
Полученные результаты полезно использовать при проектировании сосудов высокого
давления, контактирующих с химически активными средами [29, 30].
6. Заключение. В работе проведены анализ и сравнение двух моделей механо-
химической коррозии линейно-упругой толстостенной сферы. Одна из моделей в ка-
честве эквивалентного напряжения использует интенсивность напряжений, другая —
максимальное нормальное напряжение. Показано, что первая модель не учитывает
влияние гидростатической составляющей p = min{pr, pR} (при |Δp| = const) на про-
гнозируемую долговечность сферического элемента. Вторая, напротив, отражает этот
фактор влияния. Из анализа расчетов, проведенных в рамках второй модели, следует,
что повышение давления при |Δp| = const может привести как к увеличению, так
и к уменьшению долговечности изделия на десятки процентов. Причем характер
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этих изменений зависит от знака разности внутреннего и внешнего давлений: увели-
чение гидростатического давления приводит к эффекту упрочнения, если pr > pR,
а при pr < pR имеет место эффект разупрочнения. Более того, при ненулевом пока-
зателе затухания коррозии разница в результатах, прогнозируемых согласно разным
моделям, может достигать сотен процентов. Таким образом, при расчетах прочно-
сти конструкций, подверженных высокому гидростатическому давлению (например,
глубоководных), применение максимального нормального напряжения в качестве эк-
вивалентного наиболее целесообразно. Кроме того, данная модель является более
предпочтительной также с точки зрения наилучшего соответствия эксперименталь-
ным данным и удобства при расчете долговечности изделий по различным критериям
разрушения.
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